
10+11+12

1

2

3

4

5

7

8

9

10

6

thematicsMa

�ی�ز اس�ت ... ا�چ ار �ز س�ی د کرد،  �ب �ی ا�ه
ز

�ت �
ردا�ز �ز �چ

آ
د�ز ا وا�ز �ز

ا�ب�ت �ز ده �ب �ی�ز
آ

ه در ا ه های ک �ی�ز �ز ا�بل �ه �ید ! در م�ت
ردارز ا�ب می �چ �ز ک�ت ��ید ا�ی

 �با�ب�ت �ز
ی که ام�ورز

ل�ز            م�ب



A.Monsef.Shokri

S.Azematiمقدمه مولفین

ود.
�ی� می �ش �ب

�ت
ا �ت �ی  

سش ا�ی � س�ت �ت ود، �بلکه �ز
می �ش

ده �ز ه�ی �گرز �ز م، �ه �ی ام می د�ه �ب
ه که ا�ز حچ

�ز آ
ا

فردریش نیچه - حکمت شــادان

به جای نوشتن مقدمۀ طول و دراز و تشکر از فک و فامیل و ایل و تبار خودمان و دست اندرکاران کتاب بهتر است توضیحاتی کوتاه و مهم دربارۀ  ساخت 

کتاب های موجود در بازار ارائه کنیم: کتاب نست به سایر  و بافت این کتاب و ویژگی  های خاص این 

1 طراحی و معماری داخلی بسیار زیبا  جذاب و مورد پسند دانش آموزان و معلمین و مشاوران

2 استفاده مناسب و حرفه ای از رنگ در ساختار درسنامه که فرآیند یادگیری را بسیار ساده تر، جذاب تر و سریع تر می کند. 

3   تیپ بندی بسیاری از مباحث برای سهولت در یادگیری   

کنکور  ]نسل جدید[  کتاب بانک تست ریاضی تجربی جامع  کامل و نقطه به نقطه با  4  تطابق   

کلید واژه ها   کتاب درسی و همچنین اشکال، نمودارها و  کامل تمام تمرینات و متن  5 بررسی   

کلیدی مطرح شده در آن ها. کنکور چند دهۀ اخیر به خصوص نظام جدید آموزش و استخراج نکات  6 بررسی تست  های   

کلیدی آن . کتاب راهنمای معلم و استخراج نکات  کامل  7 بررسی   

کمک آموزشی از بیان آن ها ]به دلایل متعدد[ پرهیز می کنند. کتاب های  که بسیاری از  8 آموزش راه ها و شیوه های میان بُر در حل تست 

user friendly  9 بودن کتاب برای دانش آموزان با هر سطحی از معلومات.

کشف آن تا قبل از 15 اسفند 1400وجود  کتاب پنهان است و امکان  گوشه ای از  که ربطی به 9 ویژگی اول ندارد و در  10   کتاب یک ویژگی دیگر هم دارد 

گرام این ویژگی را در دایرکت برای من بفرستید و 8 جلد از  گر شما یکی از این 8 نفر هستید در اینستا کنند، ا کشف  کثر 8 نفر ممکن است این راز را  ندارد و حدا

کنکور 1401 را  هدیه  بگیرید. کتاب های دوردنیادرنیمساعت ویژه 

ی
ت
م�

ظ
ع�

اد کری-س�ج
ش
�


ظ

ص�
ظ
علیم�

گی دهم با ما در  اینستا گرام درمیان بگذارید.         نظرات خود را دربارۀ ویژ

 alimonsef _ shokri   

 sajad.azemati

                                                                     

Arian.Heidarii



Arian.Heidarii

کارشناسارشدعلمی:

ح�یدری ا�ن ر�ی
آ

دس�
ظ

مه�

 arianheidarioriginal         

A.KHavanin Zadeh ............................................................................................................. مهندس امین خوانین زاده
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M.H . Mokhtari ............................................................................................................... مهندس محمد حسین مختاری
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Set ,Pattern Sequence&

Bertrand Russell

1872-1970
نوبل وفعال صلح طلب  ادبی  برنده جایزه  سیاسی،  یاضی دان، مورخ، جامعه شناس، نویسنده، فعال  همه چیزدان، فیلسوف، منطق دان، ر

 قرن بیستم به شمار می رود. او را به همراه گوتلوب فرگه و لودویگ ویتگنشتاین، از بنیان گذاران فلسفهٔ  یتانیایی بود.راسل، یکی از فیلسوفان برجستهٔ بر

بنا  یاضیات  ر برای  منطقی  بنیانی  کلاسیک،  کمک منطق  با  و  یاد  ز بسیار  تلاشی  با  تا  کرد  وایتهد سعی  نورث  لفرد  به همراه آ تحلیلی می دانند.او 

یاضیات، منطق، نظریه مجموعه ها، زبان شناسی، هوش مصنوعی، علوم شناختی، علم کامپیوتر و  کند. کارهای او اثرات قابل توجهی بر روی ر

از نوع دوستی و  ثار متعدد در حمایت  ۱۹۵۰، به پاس »آ زبان، معرفت شناسی و متافیزیک گذاشت.برتراند راسل، در سال  به ویژه فلسفه  فلسفه 

 جایزه نوبل ادبیات شد. زادی اندیشه«، برندهٔ آ

د راسل را�ن
ر�ت �ب

اله �ب
سلط         م�بموعه ، الگو و د�ن ه �ت ک�ت �ن

�ب ه وا�ب ک�ت �ن

ی ال�ش ه �چ ک�ت �ن

درس اول : ............................................................................... مجموعه های متناهی و نامتناهی

درس دوم : ......................................................................................... متمم یک مجموعه

درس سوم : ................................................................................................. الگو و دنباله

درس چهارم : ............................................................................... دنباله های حسابی و هندسی

 Remind yourself of humanity , not man! every animal know how to reproduce
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ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� معرفی مجموعه های مهم

مجموعهرادستهایازاشیایمتمایزوخوشتعریفدرنظرمیگیرند.]خوش تعریف به معنی آن است که بدون تردید و به یقین بتوان گفت که شیء معینی 
در مجموعه هست یا نه[.

دانشآموزانپایۀیازدهمتهرانیکمجموعهمحسوبمیشود.

دانشآموزانقدبلندتهرانمجموعهنیست.چونقدبلندخوشتعریفنیست.]یعنی به یقین نمی توان گفت که از چه قدی به بالا )قد بلند( محسوب می شود، چون 
قد بلند یک چیز سلیقه ای است و معیار مشخص ندارد[

انواعنمایشمجموعهها
نمایشهندسینمایشبانمادریاضینمایشبااعضاء

اعضایمجموعهرابهصورتمرتبیانامرتب
کولادنمایشمیدهیم. درونیکجفتآ

گی  مشترکبین بهجاینوشتناعضاء،ویژ

آنهارامینویسیم.

، مستطیل اعضایمجموعهرادرونیکخمبستهدرصفحهمانند

دایرهو...قرارمیدهیمکهبهآننموداروِنگفتهمیشود.

A={ , , , , }1 3 5 7 9A k k k= − ∈ ≤ ≤{ : , }2 1 1 5

{ , , } { , , } { , , }1 2 3 312 2 1 3= = ترتیبعضوهادرمجموعهاهمیتیندارد.یعنیجابهجاییعضوها،مجموعهراتغییرنمیدهند.

{ , , , , , , , , } { , , }1 1 1 2 2 3 3 3 3 1 2 3= عضوهایتکراریدرمجموعهشمردهنمیشوند.

مجموعههایمهماعداد

اعدادطبیعی � …={ , , , }1 2 3



� � � �⊆ ⊆ ⊆ ⊆

� �= ∈ ≠{ , , }
m
n
m n n 0

اعدادگویا

اعدادحسابی  ={ , , , , ...}0 1 2 3 ′= ∉ { }x x اعدادگنگ

اعدادصحیح � … …= − −{ , , , , , , , }2 1 0 1 2 3 � �∪�= ′ اعدادحقیقی

گنگاست،بنابراینروابطزیربرقراراست: گویاو نمایشمیدهندوشاملهمۀاعداد مجموعۀاعدادحقیقیرابا

� �∪� � � � � � �= ′ − = ′ − ′=

کهدرمجموعۀاولباقیمیمانندراانتخابمیکنیم. کردهوفقطاعضایی براییافتنتفاضلدومجموعه،عضوهایمشترکراحذف
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کتاب دهممجموعه های متناهی و نامتناهیدرس اول Lesson.1 صفحه 2 تا 7 
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 چه تعداد از رابطه های زیر در مجموعۀ اعداد حقیقی درست است؟

( )� � �−− ⊆⊆ ′′  ( )−− ⊆⊆� �   � �⊆⊆ ′′   �∪� �′′==

)44 3 )3 2 )2 1 )1

بهبررسی مواردمیپردازیم: 2

 است برابر ′ و اجتماع

باشد. ′ نمیتواندزیرمجموعۀ �است،پس �⊆ میدانیم

 است. −کهزیرمجموعهایاز = { }0 میدانیم

باشد. ′ گنگغیرطبیعیاست،پسنمیتواندزیرمجموعۀ گویاو �شاملهمۀاعداد �− میدانیم

ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� انواع بازه

هستندکهبراینمایشهمۀاعدادحقیقیبیندوعدد،یااعدادحقیقیبزرگتریاکوچکترازیکعدد،ازآنهااستفاده بازهها،زیرمجموعههاییاز
میکنیم.انواعبازههاعبارتانداز:

بازه نوعبازه اعضا نمایشهندسی نمایشمجموعهای

 ( , )a b باز b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ < <

 ( , ]a b نیمباز b وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ < ≤

 [ , )a b نیمباز a وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ ≤ <

 [ , ]a b بسته b و a وخود b و a اعدادحقیقیبین { | }x a x b∈ ≤ ≤

( , )a +∞ باز a اعدادحقیقیبزرگتراز { | }x x a∈ >

( , ]−∞ b نیمباز b کوچکترمساویبا اعدادحقیقی { | }x x b∈ ≤

( , )−∞ +∞ باز ( ) تماماعدادحقیقی x ∈

) کدام است؟ )A B∪ ∩� ==Bباشد، حاصل −−[ , ]1 3 ==Aو −−( , ]4 2 گر  ا

{ , , }1 2 3 )4 { , , }0 1 2 )3 { , }2 3 )2 { , }0 2 )1

Aراتعیینمیکنیم: B مجموعۀ B و A کمکنمایشهندسیبازههای با 4

A B = −( , ]4 3 

}است. , , }1 2 3 بهصورت ( ) ومجموعۀاعدادطبیعی ( , ]−4 3 ک اشترا

ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� مجموعه های متناهی و نامتناهی

گرشمردنتعداداعضایآنسختوزمانگیرباشد.بهبیان مجموعهایکهتعداداعضایآنباشمردنبهدستآید،مجموعۀمتناهینامدارد؛حتیا 

دیگرتعداداعضایمجموعۀمتناهی،عددیحسابیاست.
کهیکمجموعۀمتناهیاست. }است , , , }2 4 6 8 مجموعۀاعدادطبیعیزوجیکرقمیبهصورت

مجموعهایکهمتناهینباشد،یعنیتعداداعضایآنحتیباصرفزمانخیلیزیادوامکاناتکافیهمقابلشمردننباشد،مجموعۀنامتناهینام
دارد.درواقعتعداداعضایمجموعۀنامتناهی،بایکعددحسابیقابلبیاننیستوازهرعددیکهدرنظربگیریم،بزرگتراست.

کهیکمجموعۀنامتناهیاست. }است , , ,...}5 10 15 ،بهصورت 5 مجموعۀمضاربطبیعیعدد
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گنگ،صحیح،طبیعیوحسابیهمگیمجموعههاینامتناهیهستند. گویا، مجموعههایاعدادحقیقی،

بهکمکجدولزیرمتوجهمیشویمکهترکیبمجموعههایمتناهیونامتناهیچهویژگیدارد:

مجموعه
وضعیت متناهی B و A نامتناهی B و A نامتناهی B متناهیو A

A B متناهی نامتناهی نامتناهی

A B متناهی نامشخص متناهی

A B− متناهی نامشخص متناهی

B A− متناهی نامشخص نامتناهی

 چه تعداد از مجموعه های زیر  نامتناهی است؟

کوچکتر از 10   اعداد طبیعی دو رقمی مضرب 5  اعداد اول 

100 ]  مقسوم علیه های طبیعی عدد , )4 5 گویای موجود در بازۀ   اعداد 
4 )4 3 )3 2 )2 1 )1

بهبررسی مواردمیپردازیم: 1

 کهمتناهیاست. }است , ,..., }10 15 95 اینمجموعهبهصورت  کهمتناهیاست. }است , , , }2 3 5 7 اینمجموعهبهصورت

 کهمتناهیاست. }است , , , ,..., }1 2 4 5 100 اینمجموعهبهصورت  ]وجوددارد؛پسنامتناهیاست. , )4 5 بازۀ گویادر بیشمارعدد

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
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ݐ   ݓ ��� ���� Set ,Pattern&Sequenceݓ������� مجموعه های  تهی ، مرجع ، متمم

یا{}نشاندادهمیشود. ∅ مجموعهایکههیچعضوینداشتهباشد،مجموعۀتهینامیدهمیشودوبانماد

∅ = ≠{ | }x x x

متفاوتاست. ∅ }یکمجموعۀتکعضویاستوبامجموعۀ }∅ مجموعۀ

{ } {}{ }∅ =

میشوند، انتخاب آن درون از ها x که U بهمجموعۀ میشود. Aمعرفی x x U x= ∈{ : , دربارۀ بهصورت{شرطی  معمولًا هرمجموعه 
مجموعۀ مرجعگفتهمیشود.

′A رابا A نباشد.متمم A استکهمتعلقبهمجموعۀ U برابربااعضاییاز A باشد،متمممجموعۀ U مجموعهایبامرجع A فرضکنید
نشانمیدهند.

′= ∈ ∉A {x U: x A}

A A ′= ∅ 

   

A A U ′=

 ′∅ = U′= ∅U

( )′ ′=A A

کتاب دهممتمم یک مجموعهدرس دوم Lesson.2صفحه 8 تا 13 
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کدام است؟  y x f x== | x | ( ) به صورت مقابل است. نمودار تابع y f x== ( )   نمودار تابع

 )4   )3   )2   )1

است، بنابراین نمودار آن به صورت مقابل است: y f x= − ( ) برابر x <0 و در y f x= ( ) برابر x >0 در y
x
f x= | x | ( ) 4 تابع

 

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs به یکدیگر f ax b( )+ و f ( )x تبدیل نمودارهای

، به ترتیب زیر عمل می کنیم: y f x= ( ) کمک نمودار تابع  y با  f ax b= +( )  برای رسم نمودار تابع 
واحد در راستای افقی جابه جا می کنیم.  b y را به اندازۀ f x= ( ) ، نمودار  b 1 با توجه به علامت

2 طول تمام نقاط نمودار را بر a تقسیم می کنیم.
y 

x
3-3 5

3 y= f(x)

کنید.  را ر سم  y f x= −( )2 1 به صورت مقابل است. نمودار تابع  y f x= ( )  نمودار تابع 

تقسیم می کنیم: 2 را یک واحد به سمت راست منتقل می کنیم. سپس طول تمام نقاط را بر  f   ابتدا نمودار تابع
y 

x
2-1 3

3

2¾
1

y= f(2x-1)
y 

x
4-2 6

3

1

y= f(x-1)

  

y به ترتیب زیر عمل می کنیم: f ax b= +( ) y با کمک نمودار  f x= ( )  برای رسم نمودار تابع 
برسیم.  y f x b= +( ) ضرب می کنیم تا به نمودار تابع a 1 طول تمام نقاط نمودار را در

b باشد، نمودار را به اندازۀ b واحد به سمت چپ منتقل می کنیم. <0 گر  باشد، نمودار را به اندازۀ b واحد به سمت راست و ا b >0 گر  2 ا

کنید. را رسم  y f x= ( ) y به صورت مقابل است. نمودار تابع f x= +( )3 2  نمودار تابع 
واحد به سمت راست منتقل می کنیم: 2 3 ضرب می کنیم و سپس نمودار حاصل را  ابتدا طول تمام نقاط را در

     

y 

x
2

2

6 7

y 

x
-2 4 5

2

3¾
5

3¾
43¾

2-

y 

x

2

کدام است؟   y f x== −− −−( )1
2 1 y به صورت مقابل است. نمودار تابع  f x== ( )  نمودار تابع 

 )4   )3   )2   )1

4  تغییرات را مرحله به مرحله اعمال می کنیم:

y f x= ( )                                            y f x= −( )1                                               y f x= −( )
1
2 1                                                   y f x=− −( )

1
2 1                  

  x x→ −1

1 واحد به راست
    

انبساط با ضریب 2 
در راستای افقی قرینه نسبت به   

محور xها
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ݑ ݓ Functions      &Their Graphs توابع چند جمله ای

a و همۀ ضرایب عدد حقیقی هستند 
n

≠0 که در آن n عددی صحیح و نامنفی و   f x a x a x a x a
n
n

n
n( ) ...= + + + +−

−
1

1
1  هر تابع به صورت0

می نامند. n را یک تابع چندجمله ای از درجۀ

چند ویژگی

درجه تعریف نمی شود. f x( )=0 برابر صفر است.1 برای تابع f x c( )= 2 درجۀ تابع ثابت

برابر1است. f x mx b( )= + برابر2است.3 درجۀ تابع خطی f x ax bx c( )= + +2 4 درجۀ تابع سهمی

است.  دامنۀ توابع چند جمله ای برابر مجموعۀ اعداد حقیقی یعنی 

4است؟ کدام یک از توابع زیر یک تابع چندجمله ای از درجۀ   

y x x= + +4 2 1 )4  y x x= + +4 2 1)3  y x x= + +4 52 3 )2  y x= +2 14
)1

3 به بررسیگزینهها می پردازیم:

1 درجۀ این تابع برابر1است.
است. 5 است، پس این تابع از درجۀ 5 2 بزرگ ترین درجۀ این تابع برابر

است. 4 است، پس این تابع از درجۀ 4 3 بزرگ ترین درجۀ این تابع برابر

2x عددی صحیح نیست؛ پس این تابع چندجمله ای نیست. در عبارت x 4 در این تابع توان

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs تابع خطی

نشان دهندۀ عرض از مبدأ است. b برابر شیب خط و a تابع خطی می گویند. می دانیم در این تابع f x xa b( )= +  به هر تابع به صورت

در شکل های زیر نشان داده شده اند: b و a با توجه به علامت y ax b= +  نمودار توابع خطی

در حالت های مختلف y ax b== ++ نمودار تابع

a b> >0 0,a b> <0 0,a b< >0 0,a b< <0 0,

تبدیل می شود. به این تابع، تابع همانی می گویند. y x= به تابع y ax b= + باشد آنگاه تابع خطی b =0 و a =1 گر   ا
نیمساز ناحیۀ اول وسوم دستگاه مختصات است. y x= کنید خط توجه 

تبدیل می شود. به این تابع، تابع ثابت می گویند. y b= به تابع y ax b= + باشد آنگاه تابع خطی a =0 گر  ا

f را به دست آورید. g( ) ( )4 5× است، حاصل f g( ) ( )3 3 5+ = تابعی ثابت باشد و بدانیم g f تابعی همانی و گر  ا

f g g g( ) ( ) ( ) ( )3 3 5 3 3 5 3 2+ = ⇒ + = ⇒ = است، بنابراین با توجه به صورت سؤال داریم:  f ( )3 3= تابعی همانی است، پس f  چون

f g( ) ( )4 5 4 2 8× = × = ثابت است، پس به ازای تمام مقادیر برابر 2 است. بنابراین:  g حال چون تابع
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g و fogبا داشتن f a( ) پیدا کردن
را به دست  f ( )

3
4 باشد، مقدار ( )(x) xfog = −1 و g x

x
(x)= +1

گر   ا

آورید.

قرار می دهیم و با حل این معادله مقدار  a را برابر g x( ) 1 ضابطۀ تابع درونی یعنی

را به دست می آوریم. x
g(x)= ⇒ + = ⇒ = + ⇒ =3

4 1
3
4 4 3 3 3x

x
x x x  

به دست آید. f a( ) جایگذاری  می کنیم تا fogرا در ضابطۀ تابع مرکب x 2f مقدار (g( ) f ( ))
g( )

3 3
4 21 3 2

3 3
4= − = −  → = −

=
 

)خارج - 95( کدام است؟   f x( ) ) باشند، تابع  )( )fog x x x== ++ ++8 6 52 g و  x x( )== ++2 1 گر   ا

2 32x x+ + )4  2 42x x− + )3  2 2 32x x− + )2  2 3 12x x+ + )1

داریم: g(x) t= گرفتن 3 با درنظر 

2 1 1
2 2 1 8 6 52x t x ( )( ) ( )+ = = − +⇒ ⇒ = = + +t

g x xf f x x f t
t t t t

t( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + + = − + + − +− −8 6 5 8 2 1
4 3 1 51

2
1
2

2 2

f خواهد بود. x x x( )= − +2 42 ، ضابطۀ تابع f به صورت  t x به جای  خواهد شد که با جایگذاری f t t t( )= − +2 42 با ساده کردن عبارت به دست آمده

f g( )( ) ( ) ( )0 8 0 6 0 52= + + f ( )1 5= را جایگذاری می کنیم:  x=0  در تابع مرکب
3 است. گزینۀ  می شود  5 برابر x که به ازای1= گزینه ای  تنها 

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs f ( ) f با معلوم بودن ضابطۀ ( ) کردن ضابطۀ تابع   پیدا 

هستند.[ برای حل  x را می خواهند. ] و  عبارت هایی برحسب یک متغیر مثلاً f ( ) را داریم و از ما ضابطۀ تابع f ( )  در بعضی از سؤالات، ضابطۀ تابع

این سؤالات دو راه حل کلی وجود دارد:
عبارت  را قرار می دهیم. x را به دست می آوریم و سپس در این تابع به جای f x( ) 1 روش اول: با تغییر متغیر مناسب ابتدا ضابطۀ تابع

نیز  f ( ) ابتدا بررسی می کنیم چه تغییری باید روی عبارت  انجام دهیم تا به عبارت  تبدیل شود سپس همین تغییر را روی ضابطۀ تابع  روش دوم:   2

اعمال می کنیم.

f را پیدا کنیم. برای این کار می توانیم به دو روش بالا به صورت زیر عمل کنیم: x( )3− f و می خواهیم x x( ) x− = + +2 5 12  فرض کنید 
روش اول: 

x t x t f t t t t t t t t− = ⇒ = + ⇒ = + + + + = + + + + + = + +2 2 2 5 2 1 4 4 5 10 1 9 152 2 2( ) ( ) ( )  

⇒ ⇒ − = − + − + = − + + − += + +f x x x f x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )2 2 29 15 3 3 9 3 15 9 6 27 9 15  

⇒ − = − +f x x x( )3 15 512  

x چه عبارتی  که به جای x−3 برسیم. به عبارت دیگر باید ببینیم  کنیم تا به عبارت  اعمال  x−2 که چه تغییری روی عبارت  روش دوم: ابتدا بررسی می کنیم 

حاصل شود: 3−x x−2 بگذاریم تا عبارت عبارت  را در  x که باید به جای قرار دهیم تا تغییر مطلوب مسئله رخ دهد. فرض می کنیم 

− = − ⇒2 3 x = −5 x  
x−5 را قرار دهیم. در این صورت خواهیم داشت: f به جای همۀ xها عبارت  x x( ) x− = + +2 5 12 که در ضابطۀ تابع  کافیست  پس 

f x x f x x x
x x

( ) x ( ) ( ) ( )− = + + − = + + → − − −→ −2 5 1 2 5 15 5 52 25  

⇒ − = − + + − + = − + ⇒ − = − +f x x x x x f x x( ) x ( ) x3 25 10 25 5 1 15 51 3 15 512 2 2  

f از طریق عددگذاری، بهترین عدد از حل معادلۀ  =  به دست می آید. ( ) کردن ضابطۀ f را داشته باشیم، برای مشخص  ( گر ضابطۀ(   ا
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ݑ ݓ Functions      &Their Graphs مفهوم تابع وارون

را جابه جا کنیم،  f گر مؤلفه های همۀ زوج مرتب های تابع به دست می آید. حال ا (b ,a)زوج مرتب ، (a , b)با جابه جا کردن مؤلفه های زوج مرتب 
f نشان می دهیم. می گوییم و با1− f رابطۀ جدیدی به دست می آید که آن را وارون تابع

f است. − =1 3 6 5 2 4 3{( , ) , ( , ) , ( , f به صورت{( ={( , ) , ( , ) , ( , )}6 3 2 5 3 4  وارون تابع

قرینۀ یکدیگرند. y x= نسبت به خط f و1− f را در یک دستگاه مختصات رسم کنیم، ملاحظه می شود که نمودار f و تابع1− f گر تابع   ا
را در یک دستگاه مختصات رسم   f −1 و f f است. حال − =1 1 2 1 3{( , ) , ( , تابع به صورت{( را در نظر بگیرید، وارون این   f ={( , ) , ( , )}2 1 3 1 تابع  

تبدیل می شود. f −1 y به نقطه ای از x= بعد از قرینه شدن نسبت به f که می بینید هر نقطه از تابع می کنیم، همان طور 

 
کنیم. y قرینه  x= را نسبت به خط f ، باید نمودار f f از روی نمودار  تابع −1  برای رسم نمودار

رسم شده است: f −1 ، نمودار f  در هر یک از توابع زیر از روی نمودار

 وارون یک تابع ممکن است تابع نباشد.
یک تابع است، اما وارون آن تابع نیست: f x x( )= 2  می دانیم

x

y

f x =x
2

 
y x= قرینه نسبت به خط

  تابع نیست  

وارون پذیر است. f تابعی یک به یک باشد. در این حالت می گوییم تابع f در صورتی یک تابع است که f  وارون تابع

 
کدام یک از توابع زیر وارون پذیر است؟   

g ={( , ),( , ) ,( , )}2 4 3 1 4 2 )2  f ={( , ),( , ),( , )}1 2 2 3 3 2 )1

k={( , ),( , ) , ( , )}2 2 3 1 1 2 )4  h ={( , ),( , ),( , )}1 3 2 2 3 3 )3

وارون پذیر است. g یک به یک است. چون تمام زوج مرتب ها مؤلفه های اول و دوم متفاوت دارند. بنابراین تنها تابع g گزینه ها تابع 2  در بین 

ݑ ݓ Functions      &Their Graphs گی های تابع وارون ویژ

بع اول و سوم قرینۀ یکدیگرند )متقارن اند(. خواهیم داشت:  ، یعنی نیمساز ر y x= نسبت به خط f −1  با توجه به این که نمودار توابع f و

 
است و بر عکس، به عبارت دیگر: f B(bروی نمودار تابع1− ,a) باشد، آنگاه نقطۀ f A(aروی نمودار تابع ,b) گر نقطۀ 1 ا

f (a) b f (b) a= ⇔ =−1

برابر است.  f نیز با دامنۀ تابع1− f برابر است. همچنین بُرد تابع f با بُرد تابع1− f 2 همواره دامنۀ تابع

R D
f f
= −1                  D R

f f
= −1
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بزرگتر است؟ a گزینه کدام    در 

log25
1
2a = − )4 log

a
2 1
3= )3 log− =2 4a )2 log

a

1
3 1= − )1

1  log
a

a a
1
3 1 1

3 31= − ⇒ = ⇒ =− گزینههارابررسیمیکنیم: همۀ 3

تعریفنشدهاست. log−2
a ومنفیاست،پس −2 چونمبنابرابر 2 گزینۀ  کنیددر توجه

3 log
a

a a2 1
3 2 2 8

1
3 3= ⇒ = = = →  4 log ( )25

1
21

2 25 1
25

1
5a a a= − ⇒ = ⇒ = =− 

به توان 3

ݑ  ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms
 قانون ]1[: انتقال توان

کمکقاعدۀانتقالتوانمیتوانیمتوانآنهارابهپشتلگاریتم گرعبارتجلویلگاریتمومبنایلگاریتمعبارتهاییتواندارباشند،با ا
منتقلکنیم:

log log
b b

m
n a a

m
n

=

کهفقطبعضیازآنهاتواندارباشند،نمیتوانیمتوان گرعبارتجلویلگاریتم]یا مبنای لگاریتم[ازضربدویاچندعددتشکیلشدهباشدبهطوری ا 1

کنیم. رابهپشتلگاریتممنتقل

log( ) log( )3 5 2 3 52× ≠ ×                               log( ) log( )3 5 2 3 52× = ×  
گرفت. توانعبارتجلویلگاریتمرانمیتوانبهعنوانتوانبرایخودلگاریتمدرنظر 2

 1
2 3 3 3

1
2log log log= =                            (log ) log3 3

1
2 =                            (log ) log3 32 2≠  

باتوجهبهتعریفلگاریتم،میتوانیمدوقانونبدیهیزیررانتیجهبگیریم:

دو قانون بدیهی

log
a
1 0= لگاریتمعددیکدرهرمبناییبرابرباصفراست. 1log

a
a=1 پایۀخودشبرابربایکاست. لگاریتمهرعددیدر 2

log loga10a =  در این حالت مبنای لگاریتم نوشته نمی شود. یعنی: 
ً

لگاریتم در مبنای10را لگاریتم اعشاری می نامند و معمولا
 log log10 10 110= =   log log1000 1000 310= = 

کدام است؟ برابر  log39 27  حاصل

7
3

)4  8
3

)3  7
2

)2 3 )1

عبارتجلویلگاریتمرابهصورتتواندارمینویسیموازقاعدۀانتقالتواناستفادهمیکنیم: 2

log log log log log3 3
2 3

3
2

3
2

3 3

7
29 27 3 3 3 3 3 3 7

2 1
7
2

7
2= × = × = = = × = 

ݑ   ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms  قانون ]2[: جمع و تفریق لگاریتم ها

برایبهدستآوردنمجموعیاتفاضلدولگاریتمبامبناییکسان،ازقوانینزیراستفادهمیکنیم:

log log log
b b b
a c ac+ =

                 log log log
b b b
a c

a
c

− =

 قانون جمع و تفریق لگاریتم ها برای بیش از دو لگاریتم نیز قابل تعمیم است.
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ریزه کاری هایی در قاعده ی جمع و تفریق لگاریتم ها

ابتدابایدمبنایلگاریتمهارایکسانکنیم. 1 log log log log log log log25 5 5 5 5 5 5
23600 12 60 12 60 12 60

12
2
22− = − = − = = llog5 5 1= 

کمک با ابتدا باشند، ضریب دارای لگاریتمها گر ا  2

قانونانتقالتوان،ضریبراازبینمیبریم.
 2 3 4 3 4 9 4 36 26 6 6 6 6 6 6

2log log log log log log log+ = + = + = = 

کنیم: رابهصورتزیربهیکدیگرتبدیل log5 و log2 میتوانیم

log log( ) log log
log log

log log
10 1 2 5 1 2 5 1 2 1 5

5 1 2
= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

= −{  

کنیم،میتوانیمعددرابهشکللگاریتمیبامبنایلگاریتمدادهشده گربخواهیممجموعیاتفاضلیکعددویکعبارتلگاریتمیراپیدا ا
بنویسیموسپسازقانونجمعوتفریقدولگاریتماستفادهکنیم. 

 
1
2 3 5 3 3 55 5 5 5+ = + =log log log log                           2 4 9 4 9 4 363 3 3 3 3+ = + = × =log log log log ( ) log

کدام است؟  log 12 باشد، آنگاه log3==b و log2 == a گر   ا

 a b
2

+ )4  2a b+ )3  a b+
2

)2  a b+2 )1

2log log log (log log )12 12 4 31
2 12 1

2
1
2= = = + = + = + = +1

2 2 2 3 1
2 2 2( log log ) ( )a b a

b 

ݑ  ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms
 قانون ]3[: تغییر مبنا

باشد،آنگاه ( , )c c> ≠0 1 یکعددحقیقیدلخواه c گر هرلگاریتمرامیتوانباکمکقانونتغییرمبنابهصورتتقسیمدولگاریتمنوشت؛بهعبارتیا

بهعنوانپایۀلگاریتماستفادهکرد؛بنابراین: c میتواناز

log
log

logb
c

c

a
a

b
=

 log log

log32
2
3=                             log

log
log2

2
6

9
6 9=                 


به دست آورید. a log62 برحسب باشد، مقدار log32= a گر   ا

 log log

log

log

log ( )

log

log log

log

lo6
3

3

3

3

3

3 3

32 2
6

2
3 2

2
3 2

2
1= =

×
=

+
=

+ gg 32 1=
+
a
a

 

نتایج و کابردهای قانون تغییر مبنا

log
logb

a

a
b

= 1 معکوسیکدیگرهستند: loga b و logb a گفت کلیمیتوان بهطور 1

کنیم: گردو)یاچند(لگاریتمدریکدیگرضربشوند،میتوانیمعبارتجلویلگاریتمهارابایکدیگریامبناهارابایکدیگرجابهجا ا 2

log log log log
b bb b
a aa a
1 12 21 12 2× = × 

را به دست آورید. log log7 164 7×  حاصل

 log log log log log7 16 7 16 2
24 7 7 4 1 2 2
4
1
24× = × = × = =
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)خارج - 99( کدام است؟   log188 باشد، آنگاه log32
5
8== گر   ا

3
4

 )4  8
11

)3  5
7

)2 15
22

)1

ازقاعدۀتغییرمبنااستفادهمیکنیم: 2

log
log

log

log

log ( )

log

log log18 2
3

3

3

3

3

3 3

3
8

8 2 3 2
18 3 2 2 23

3 5
= = = + =

×

×
88

2 58

15
8
21
8

5
7+

= =  

ݑ  ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms
 قانون ]4[: اعداد با توان لگاریتمی

گریکعبارتلگاریتمیبهعنوانتوانیکعددقراربگیرد،میتوانیمجایعددوعبارتجلویلگاریتمرابایکدیگرعوضکنیم: ا

a bc cb alog log= 2 35 53 2log log=                       12 63 36 12log log=  

گرفت:  با توجه به قانون بالا، می توان نتیجه 
a xa xlog =

 10 55log =                      3 3 9 5 9 5 452 3 35 3× = × = × =log log  

 از اتحادهای مزدوج و مربع دوجمله ای 
ً

در سؤالاتی که خود لگاریتم ها دارای توان هستند، باید با کمک اتحادها حاصل عبارت را به دست آوریم. در این سؤالات معمولا

استفاده می کنیم.

 (log ) (log ) log .log (log log ) (log15
2

15
2

15 15 15 15
2

153 5 2 3 5 3 5+ + = + = 115 12) =  

کدام است؟  3 11
1
5 3

1
5 11log log++   حاصل عبارت

25  )4 14  )3 10 )2 7 )1

است،پس: 1

log
log

a
bb
a= میدانیم 2

3 11 3 11 5 5 5 5 10
1
3

1
115 5 35 115 33 1111log log log log log log

+ = + = + = + = 

ݑ  ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms
 لگاریتم های شامل رادیکال

گرعبارتجلویلگاریتم)یامبنا(شاملرادیکالباشد،سهحالتعمدهبرایحلمسئلهوجوددارد: ا
مینویسیموباکمکقوانینلگاریتم،عبارترا یکرادیکالتشکیلشدهباشد،رادیکالرابهصورتتواندار گرعبارتجلویلگاریتمیامبنا،فقطاز ا 1

سادهمیکنیم.] که در بخش های قبلی بررسی شد.[

  log log log4
3

2

1
3

22 2 2 16

1
3
22= = =  

گرمجموعیاتفاضلدولگاریتمخواستهشودبهطوریکهعبارتجلویلگاریتمهاازمجموع)یاتفاضل(دورادیکالیایکعددویکرادیکالتشکیلشده ا 2

باشد،ازدواتحادمربعدوجملهایومزدوجاستفادهمیکنیم.

 2 5 2 7 2 10 5 2 7 2 102log( ) log( ) log( ) log( )− + + = − + +

= − + + = − + =

−

log( ) log( ) log( )( ) log7 2 10 7 2 10 7 2 10 7 2 10
49 40� ���� ����

99 2 3= log  

که عبارت جلوی لگاریتم و مبنا، از مجموع یا تفاضل دو رادیکال یا یک عدد و یک رادیکال تشکیل شده است، می توانیم عبارت جلوی  3  در بعضی از سوالاتی 

لگاریتم یا مبنا را  گویا کنیم.

 log ( ) log
( )

log ( ) log (
( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1

12 1 1
2 1

2 1 2 1
+ + + +

−− =
+

= + = +− ))= −1  
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کدام است؟  log( ) log( )3 5 3 5−− ++ ++ باشد، حاصل log5==k گر   ا

2 2+ k )4 1+k )3 1−k )2  2 2− k )1

1
log( ) log( ) log( ) log log log ( log ) (3 5 3 5 9 5 4 2 2 2 2 1 5 2 12− + + = − = = = = − = −kk k)= −2 2 

ݑ  ݐ ݑ ݔ   �  ݓ  � �   ݔ
Exponential Functions     

Logarithms
 یافتن حدود لگاریتم

بینکدامدوعددصحیحمتوالیقراردارد،بایدمشخصکنیم log
b
a رامحاسبهکنیم،یعنیبررسیکنیمکه log

b
a گربخواهیممقدارتقریبی ا

قراردارد. b بینکدامدوتوانمتوالیاز a عدد

کدام یک نزدیک تر است، به صورت زیر عمل می کنیم: کدام دو عدد صحیح متوالی قرار دارد و به  ، بین  log210برای این که ببینیم 

2 10 2 2 10 2 3 10 43 4 3 4
22 2 2< < < < ⇒ < < → log log log log  

. 4 3 نزدیک تر است تا به 2، پسlog210 هم به 164= 2نزدیک تر است تا به 83= چون10به

log در مبنای 2

کدام است؟  [log / ]/0 53 5  حاصل عبارت 

−2 )4 −1 )3 2 )2 1 )1

میدانیم: 4
log / log / log /

/0 5 1
2

23 5 3 5 3 5= = − 

،داریم: 2 3 5 21 2< </ که آنجایی از
log log log/ log /2 2 2

1 2
22 3 5 2 1 3 5 2< < ⇒ < < 

گرفتهاست.بنابراین:  قرار و1− −2 بیندوعدد −log /2 3 پس5
[log / ] [ log / ]

/0 5 23 5 3 5 2= − = − 
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Exponential Functions     

Logarithms
 دامنۀ توابع لگاریتمی

کبگیریم: برایبهدستآوردندامنۀتوابعلگاریتمیبایدسهشرطزیررابررسیکنیموسپسازجوابهااشترا
•عبارتجلویلگاریتممثبتباشد.

•مبنایلگاریتممثبتباشد.

log ⇒










>

>

≠

0

0

1


دامنهبهدستمیآید.


•مبنایلگاریتمیکنباشد.

f را به دست آورید. x x
x

( ) log ( )
( )

= −−3 6  دامنۀ تابع






− > ⇒ <
− > ⇒ >
− ≠ ⇒ ≠

6 0 6
3 0 3
3 1 4

x x
x x
x x

  D
f
= − =( , ) { } ( , ) ( , )3 6 4 3 4 4 6  

کنیم.  در هنگام تعیین دامنه، نباید تابع را ساده 

است. ( , )0 +∞ به صورت g x x( ) log=2 که دامنۀ تابع −{}0است،در حالی  y به صورت x= log 2  دامنۀ تابع 

f(x) شامل چند عدد صحیح است؟ log ( )== −−x x4 2  دامنۀ تابع

4( صفر 4 )3 2 )2 1)1

4
1 4 0 2 24 22 2− > − < <⇒ < ⇒ < ⇒x xx x| |

∩ ∪→ =D
f
( , ) ( , )0 1 1 2

2 x x> ≠0 1,
عددصحیحیوجودندارد.  f بنابرایندردامنۀتابع
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کنید. را روی دایرۀ مثلثاتی مشخص  − −° ° ° °120 120 315 315, , ,   موقعیت زاویه های

ویژگی نقطه  های روی دایره ی مثلثاتی

cosθ و عرض آن  1  با توجه به شکل مقابل طول هر نقطه روی دایرۀ مثلثاتی، برابر

P(cos ,sin )θ θ sinθ است:  برابر

خواهیم  P x y( , ) 2 با توجه به رابطۀ فیثاغورس در مثلث رنگ شده برای هر نقطه

y x sin cos2 2 2 21 1+ = ⇔ + =θ θ داشت: 

کنیم. را بررسی  x y2 2 1+ = روی دایرۀ مثلثاتی قرار دارد یا خیر، باید درستی رابطۀ P x y( , ) کنیم نقطۀ  برای این که مشخص 

( / ) ( / )0 3 0 4 12 2+ − ≠ روی دایرۀ مثلثاتی قرار ندارد، زیرا:    P( / , / )0 3 0 4−   نقطۀ

 علامت نسبت های مثلثاتی در ناحیه های مختلف را می توان مطابق شکل زیر مرتب و دسته بندی کرد:

 به اختصار می توان علامت نسبت های مثبت هر ربع مثلثاتی را این گونه به خاطر سپرد ]دقت کنید که هر جا تانژانت 

مثبت است، کتانژانت هم مثبت است.[:
بع اول مثبت  در ر

بع دوم مثبت  در ر

بع سوم مثبت                                   هستک کتانژانت( در ر  )و 

بع چهارم مثبت            در ر

 

]قرار دارد. , ]−1 1   با توجه به دایرۀ مثلثاتی، مقادیر سینوس و کسینوس هر زاویۀ دلخواه، همواره در بازۀ
کنید. Aرا تعیین  x= +2 3sin   محدودۀ عبارت

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤1 1 3 3 3 1 2 3 5 1 5sin sin sinx x x A قرار دارد، پس:  [ , ]−1 1 در بازۀ sinx  می دانیم

)Bرا نیز روی  , )1 0 برسد. سپس نقطۀ ′′A در جهت مثبت مثلثاتی حرکت می دهیم تا به نقطۀ ππ
6

)Aرا روی دایرۀ مثلثاتی به اندازۀ , )0 1  نقطۀ

باید روی دایرۀ مثلثاتی  ′′B به نقطۀ ′′A برسد برای رسیدن از نقطۀ ′′B در خلاف جهت مثلثاتی حرکت می دهیم تا به نقطۀ 3
4
ππ همین دایرۀ مثلثاتی به اندازۀ

چقدر حرکت کنیم؟

در جهت مثبت مثلثاتی 5
6
π )2 در خلاف جهت مثلثاتی  5

6
π )1

در جهت مثبت مثلثاتی 7
12
π )4 در خلاف جهت مثلثاتی  7

12
π )3

جهت  در  π π π
3 4

7
12+ = اندازۀ به  باید  ′B نقطۀ به  ′A نقطۀ از  رسیدن  برای  مقابل  مثلثاتی  دایرۀ  مطابق   4

مثبت مثلثاتی حرکت می کنیم.
x B

B

y

-

-
3

4

p

p

AA

¢

¢
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ݒݒ ݑ Trigonometric Functions مقایسۀ نسبت های مثلثاتی با یکدیگر

در ناحیه های رنگ شده باشد، آنگاه: α گر انتهای کمان از دایره های مثلثاتی زیر کمک می گیریم. ا cotα با tanα و cosα با sinα  برای مقایسۀ

cotα با tanα cosαمقایسۀ با sinα مقایسۀ

          
  tan cotα α>         

                                           225

45

  

    sin cosα α>

است. tan cot , sin cos150 150 150 150° ° ° °> > °150در ناحیه های رنگی دایرۀ مثلثاتی قرار دارد، پس  چون زاویۀ

و  sin
cos

α
α

بنویسیم tanα کنیم، می توانیم به جای مقایسه  cotα یا tanα را با cosα کنیم یا بخواهیم مقایسه  cotα یا tanα را با sinα گر بخواهیم  ا
. cos
sin

α
α

بنویسیم cotα به جای

کنید. را بررسی  sin tan40 40° °<  درستی نامساوی

و داریم: sin
cos

40
40

°

°
می نویسیم tan40°  به جای

sin tan sin
sin

cos
cos40 40 40 40

40
40 1° ° °

°

°
°< ⇒ < ⇒ <  

نیز درست است. sin tan40 40° °< درست است. بنابراین cos40 1°< قرار دارد، پس نامساوی [ , ]−1 1 می دانیم سینوس و کسینوس هر زاویۀ دلخواه، در بازۀ

گزینه صحیح است؟ کدام  θθدر ناحیۀ هاشور خورده باشد،  گر زاویۀ  در شکل مقابل ا

 cot tanθ θ< )1

tan .sinθ θ >0  )2

cos sinθ θ− <0  )3

 sin .cosθ θ <0  )4

cos sinθ θ− <0 گرفت: بوده و می توان نتیجه  cos sinθ θ< 180است، پس 225° °< <θ 3 چون

ݒݒ ݑ Trigonometric Functions تعیین محدودۀ نسبت های مثلثاتی

 در برخی سؤالات حدود زاویه داده می شود و از ما حدود یکی از نسبت های مثلثاتی مربوط به آن زاویه را می خواهند. در این سؤالات باید ابتدا 
محدودۀ زاویه را روی دایرۀ مثلثاتی مشخص کنیم و سپس محدودۀ نسبت مثلثاتی خواسته شده را به دست آوریم.

را به دست آورید. m باشد، مقادیر cosx m= و1+ − ≤ ≤° °30 60x گر    ا
قرار دارد، بنابراین: [ , ]

1
2 1 نیز در بازۀ m است، پس1+ 1

2 1≤ ≤cosx  با توجه به دایرۀ مثلثاتی مقابل

 

     12 1 1 1
2 0≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤m m
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کدام است؟  m باشد، حدود sin ,2 1
2 15 50x m x== −− << <<°° °° گر  ا

( , ]−1 3 )4  ( , ]0 2 )3  ( , ]2 3 )2  ( , ]− 12 1 )1

sin2x است. با توجه به دایرۀ مثلثاتی مقابل 30 2 100° °< <x 15است، پس 50° °< <x 2 چون

قرار دارد، بنابراین: ( , ]
1
2 1 در بازۀ

   12
1
2 1 1 1 2 2 3< − ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤m m m

ݒݒ ݑ Trigonometric Functions رابطۀ شیب خط و تانژانت

ها می سازد، برابر شیب خط است: x  تانژانت زاویه ای است که خط با جهت مثبت محور
d

� x

y

      md= tanθ

کدام است؟  tan cotθ θ+ به صورت مقابل است. حاصل 3 2 6y x− = به معادلۀ d  نمودار خط
داریم: d است پس با به دست آوردن شیب خط d tanθ برابر با شیب خط که  می دانیم 

3 2 6 2
3 2 2

3
2
3

1 2
3
3
2
4

y x y x m− = ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ + = + = + = +
tan tan cot tan

tan
θ θ θ θ θ

99
6

13
6=

کدام است؟   dبا توجه به شکل مقابل، معادلۀ خط 

2 2y x= + )1

y x= − +2 )2

y x= +2 )3

2 2y x= − + )4

m= =tanθ 1 می سازد پس شیب آن برابر است با:  45° ها زاویۀ x با جهت مثبت محور d 3  خط

y است.  x= +2 در ضمن عرض از مبدأ خط برابر 2 است، پس معادلۀ آن به صورت 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

G
ri

g
o
ri
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ݒݒ ݑ Trigonometric Functions اتحادهای مثلثاتی

)در صورت قابلِ تعریف بودن( برقرار باشد، یک اتحاد مثلثاتی نام دارد. α  هر تساوی مثلثاتی که به ازای هر مقدار دلخواه

قرار دهیم. دو طرف تساوی برابر می شوند. x که به جای یک اتحاد مثلثاتی است، چون به ازای هر زاویۀ دلخواه  sin sin cos2 2x x x=  تساوی

 مجموع مربعات سینوس و کسینوس هر زاویۀ دلخواه برابر 1 است:

sin cos2 2 1α α+ =

Lesson.2 دهم + یازدهم + دوازدهماتحادها و روابط مثلثاتیدرس دوم
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ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ x a− بر f x( ) باقیماندۀتقسیم

است. f a( ) برابربا x a− بر f x( )  باقیماندۀتقسیمچندجملهای
f x( ) (x a)q(x) r= − + باشد، باقی مانده باید عددی ثابت باشد. بنابراین اتحاد تقسیم به صورت مقابل است:   x a− گر مقسوم علیه برابر   ا

x در این اتحاد داریم: a= x برقرار است، با قرار دادن ریشۀ مقسوم علیه یعنی  و چون این اتحاد به ازای جمیع مقادیر 

f a a a q a r( ) ( ) ( )= − + ⇒
0

  f a r( )=
x برابر است با : −2 x بر  x x4 33 9− + +  باقی ماندۀ تقسیم عبارت 

x x r f− = ⇒ = ⇒ = = − × + + = − + + =2 0 2 2 2 3 2 2 9 16 24 2 9 34 3( )

است. f b
a

( )− برابربا ax b+ بر f x( )  بهطورمشابه،باقیماندۀتقسیمچندجملهای

2است. مقدار a را به دست آورید. 3x + بر f x( ) 2چهار واحد بیشتر از باقی ماندۀ تقسیم 1x − بر  f x x x ax( )= + +3 2  باقی ماندۀ تقسیم

f است. پس داریم: ( )−32
2برابر 3x + f و باقی ماندۀ تقسیم آن بر ( )12

2برابر 1x − بر  f x( )  باقی ماندۀ تقسیم

f f
a a

a a( ) ( )
1
2 4 3

2
1
8
1
4 2 4 27

8
9
4
3
2 2 10

4
5
4= + − ⇒ + + = + − + − ⇒ = ⇒ =  

کدام است؟ x −2 بر f x( )2 x برابر 5 است. باقی ماندۀ تقسیم f بر4− x(  باقی ماندۀ تقسیم چند جمله ای(
f f( ) ( )2 4 52 = = برابر است با:   x −2 بر  f x( )2 f است.بنابراین باقی ماندۀ تقسیم ( )4 5= x برابر f بر4− x(  باقی ماندۀ تقسیم چند جمله ای(

pبر x p x( ) ( )2 4++ −− تقسیم باقی ماندۀ  باشند،   1 و   3 به ترتیب   ، x++2 و x−−4 pبر x( چندجمله ای( تقسیم  باقی ماندۀ  کنید  فرض    

)تجربی خارج - 99( کدام است؟  x−−2
 −1 )4 3( صفر  1 )2  7 )1

 p p( ) , ( )4 3 2 1= − = بهترتیب3و1است،پس: x +2 و x −4 بر p x( ) چونباقیماندۀتقسیم 1

p p p p( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 74 4 2 3 4 12 + − = + − = + = برابراستبا:  x −2 بر p x p x( ) ( )2 4+ − حالباقیماندۀتقسیم

ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ بخشپذیری

گرمقسومبرمقسومعلیهبخشپذیرباشد،برتکتکعواملمقسومعلیهنیزبخشپذیراست.  ا
بخش پذیر باشد، مقادیر a و b را بیاید. x x2 2 3− − بر x ax bx x4 3 2 2 3+ + − − گر عبارت  ا

x بخش پذیر  x2 2 3− − f بر  x x ax bx x( )= + + − −4 3 2 2 3 ) است. از طرفی چون عبارت  )( )x x+ −1 3 x به صورت x2 2 3− −  می دانیم تجزیۀ عبارت 

) نیز بخش است. بنابراین داریم: )x −3 و ( )x+1 است، پس بر هر یک از عبارت های

f a b a b a b( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = ⇒ − + − + − − − − = ⇒ − + = ⇒ =1 0 1 1 1 2 1 3 0 04 3 2

f a b( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 3 3 3 2 3 3 04 3 2= ⇒ + + − − = ⇒ + = −27 9 72a b ⇒ =
+ = −{ ⇒ =− =−a b

a b
a b3 8 2 2,  

بخشپذیراست: x a− بر x an n−  بهازایهرعددطبیعیn،چندجملهای


x a x a xn n n n n n n− = − + + + + +− − − − −( )( ax a x ... a x a )1 2 2 3 2 1

x بخش پذیر است.  x8 بر1− 1−  چند جمله ای
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کدام است؟ b باشد، آنگاه lim
x

x x
ax b→→

−− −−
++

==
2

3 2 1
2 گر   ا

1 )4  2 )3  −1)2   −2 )1

ریشۀ x=2 است.بنابراین 0

0

کسردارایابهام است،پس 12 کهحاصلحدبرابرعدد برابرصفرمیشود.اماازآنجایی x=2 کسربهازای 2  صورت

1 a b( )2 0+ = کسرنیزاست: مخرج

میشود،پس: 12 ازطرفیپسازرفعابهام،حاصلحدبرابر

lim lim
x x

x x

ax b

x

a a

Hop

→ →

− −
+

−
− =

−

2 2
3 2

1 3
2 3 2 1 34

0
0

= = ⇒ =1
4

1
2

1
2a a  

2 12 0 1( )+ = ⇒ = −b b داریم: 1  در a باجایگذاری

ݑ  �� � Limits    &Continuityݔ ݕ مثلثاتی 0

0

کمک کهدرصورتومخرجآنهاعبارتمثلثاتیوجوددارد،بایدعاملصفرشوندهدرصورتومخرجرابه  0

0

کسرهای برایرفعابهام  
کتورگیریازبینببریم. اتحادهایجبرییامثلثاتی،تجزیهیافا

می رسیم: 0

0

در صورت و مخرج به ابهام x = π
4

با جایگذاری lim x s x

c x s x
x→

−
−π

4

3 3cos in

os in
 برای محاسبۀ

lim
c x s x x xc x s x

x

x x

→

+

− + +
π
4

1

2 2( os in )(cos sin os in

sin cos� ����� ������
)

os in
sin cos

c x s x−
= + = + × = + =1 4 4 1

2
2

2
2 1 12

3
2

π π

مینویسیم. sin
cos
x
x

وجودداشتهباشد،بهجایآن tanx کسر، گردرصورتیامخرجیک  ا

lim
x c x

x
lim

s x c x
s x
c x

l
x x→ →

+
+ = +

+
= →

3
4

3
4

1
0
0 1π π

sin os
tan

in os
in
os

iim
s x c x
c x s x
c x

lim c x c
x x→ →

+
+ = = = −

3
4

3
4

3
4

2
2π π

πin os
os in
os

os os

کمانآنهابهسمتصفرمیلمیکند، برایمحاسبۀحدهایمثلثاتی،وقتی  
کنیم: u→0میتوانیمازهمارزیمثلثاتیاستفاده هم ارزی های مثلثاتی وقتی

sinu u cosu
u

1 2
2

− tanu u

sinn nu u cosnu n
u

1 2
2

− tann nu u را به دست آورید. lim cos
tanx

x
x→ −

−
0
2 2 2  حاصل

کنیم: می توانیم از هم ارزی های مثلثاتی استفاده  x→ −
0  چون

lim lim
( )

lim lim
cos

tanx x x x

x
x

x
x x x→ → → →− − −

− =
−

= =
−

0 0 0 0

2
22 2 2 22 1 42 4

−− −

−

→
= − = −2 2 2

0

| |
lim

x

x

x

xx



 

گرپسازاستفادهازهمارزیها،همۀعبارتهایموجوددرصورتیامخرجکسرباهمسادهشوند،حاصلحدقابلاطمیناننیست.برای  ا
کنیم. کنیموسپسحاصلحدرامحاسبه کردناستفاده گویا کتورگیری،اتحادهاو حلاینمسائلبایدازفا

رفع ابهام

)خارج - 98( کدام است؟   lim sin
[ ] cosx

x
x x→→ ++ ++1

2ππ
ππ

  حاصل

2π )4  π )3  2 )2  1 )1

]برابر1است،پس: ]x ،مقدار x→ +
1 2 وقتی

lim
sin
[ ] cos

lim
cos

cosx x

x
x x

x

x→ →+ ++ = −
+1 1

2 21
1

π
π

π
π = − +

+→ +
lim

( cos )( cos )

cosx

x x

x1

1 1

1

π π
π

= − = − = − − =
→ +
lim ( cos ) cos ( )
x

x
1
1 1 1 1 2π π
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ݑݑݒ Differentiation  شیب خط و خط مماس بر نمودار

شیبخطبرابربانسبتتغییراتعمودیبهتغییراتافقیاستوبهصورتزیربهدستمیآید:
 

       
شیب = = = =∆

∆
−
−m

y

x

y y

x x
B A

B A

tanα 
                                                                             

m = − −
− = − = −3 11
8 6

14
2 7 )B برابر است با:  , )8 3− )A و  , )6 11 گذرنده از دو نقطۀ   شیب خط 

علامت شیب خط

هامیسازدحادهباشد،آنگاه x  گرزاویهایکهخطباجهتمثبتمحور ا 1

شیبخطمثبتاست.]و برعکس[

0 90
0

 < <
>

α
m



هامیسازدمنفرجهباشد، x  باجهتمثبتمحور کهخط زاویهای گر ا  2

آنگاهشیبخطمنفیاست.]و برعکس[

90 180
0

° °< <
<

α
m

زیرا  زاویۀ حاده می سازد،  ها  x با جهت مثبت محور y x= −2  خط1

m=2 است. شیب آن برابر 

ها زاویۀ منفرجه می سازد  x 20با جهت مثبت محور 5 6x y+ =  خط 

20 5 6 20
5 4x y m+ = ⇒ = − = − زیرا: 

ها باشد، آنگاه شیب آن تعریف نمی شود.  y گر خط موازی محور  ها باشد، آنگاه شیب آن برابر صفر و ا x گر خط، موازی محور   ا

mmتعریفنشدهاست =0

کنید: برایمقایسۀشیبخطهابهدوحالتزیرتوجه
هابیشترباشد،شیبخطبزرگترمیشود. x  گرشیبخطمثبتباشد،هرچهزاویۀحادۀخطباجهتمثبتمحور ا 1


m m m3 2 1> >


بهخطعمودی باشد،خطها کمتر ها x مثبتمحور باجهت منفرجهخط زاویۀ باشد،هرچه منفی گرشیبخط ا  2

کوچکترمیشوند.]اندازۀ شیب ها بزرگتر می شود[ نزدیکترشده،شیبها


m m m3 2 1> >

کهازدونقطۀمتمایز،روییکمنحنیمیگذرد،خطقاطعمینامند. خطیرا

19
78

C
au
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er 

B
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9apterCh
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ifferentiationD

Lesson.1   صفحه 66 تا 76 کتاب دوازدهممفهوم مشتقدرس  اول
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استوشیبآنبرابراستبا: f تابع ،یکخطقاطعبراینمودار B و A درشکلمقابل،خطگذرندهازدونقطۀ

  ∆
∆ = −

−
y

x

f f

x a

(x) (a)                                                                                                   

، 1 بهترتیبازروینقاط x یعنی B کنیم،طولنقطۀ نزدیکونزدیکتر A ،بهنقطۀ f تابع راروینمودار B گرنقطۀ درشکلمقابلا
تقریباًبرهممنطبقخواهند B و A نزدیکمیشود.بنابراینمیتوانگفت:نقاط a و...عبورکردهوبه 4 ، 3 ، 2

برابراستبا: B و A گذرندهازدونقطۀ نزدیکشود،شیبخط A کافیبهنقطۀ بهقدر B شد.پسوقتینقطۀ

m
f x f a

x ax a
= −

−→
lim

( ) ( )

 مینامند. A اینخطراخطمماسدرنقطۀ
a نزدیک می شود. به طول A ABبه شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  A نزدیک شود، شیب خطوط قاطع  کافی به  B به قدر  گر نقطۀ ا

             m مماس = −
−→

lim
f x f a

x ax a

( ) ( )

x از تعریف شیب خط مماس استفاده می کنیم:  =1 f  در نقطه ای به طول  x x x( )= −2
2  برای به دست آوردن شیب خط مماس بر منحنی 

      m مماس = −
− = − − −

− = − +
−→ → →

lim
( ) ( )

lim
( ) ( )

lim
x x x

f x f

x

x x

x
x x
x1 1 1

2 21
1

2 1
1

2 1
1  

0 می رسیم. بنابراین آن را رفع ابهام می کنیم: 

0
x به ابهام =1 با جایگذاری 

m مماس = − +
− = −

− = − = − =
→ → →
lim lim

( )
lim( )

x x x

x x

x

x

x
x

1 1 1

2 22 1
1

1
1 1 1 1 0

x=1 از تعریف شیب خط مماس استفاده می کنیم: f در نقطه ای به طول  x x( )= 3  برای به دست آوردن شیب خط مماس بر منحنی 

  m = مماس
−
− = −

−→ →
lim

( ) ( )
lim

x x

f x f

x
x
x1 1

31
1

1
1  

0 می رسیم. بنابراین آن را رفع ابهام می کنیم: 

0

x=1 به ابهام  با جا یگذاری 

m =مماس
−
− =

− + +
−

= + + =
→ → →
lim lim

(x )( )
lim( )

x x x

x
x

x x

x
x x

1 1 1

3 2
21

1
1 1
1

1 3  

کنیم،شیبخطقاطع نزدیک A کافیبه رابهقدر B گرنقطۀ قراردارند.میدانیما f تابع مطابقشکلروینمودار B و A دونقطۀ
اینحدرا]اگر موجود و متناهی باشد[ است.مقدار lim ( ) ( )

x a

f x f a

x a→

−
−

میشودومقدارآنبرابربا A درنقطۀ f ABبرابرباشیبخطمماسبرنمودار
نمایشمیدهند: ′f a( ) مینامندوبا a درنقطۀ f مشتقتابع


′ = −

−→
f a

f x f a

x ax a
( ) lim

( ) ( )



بهسمتصفرمیل h میلکند،مقدار a بهسمت x خواهدبود.دراینصورتوقتی x a h= + درنظربگیریم،آنگاه h رابرابر x a− گر ا
بهصورتزیردرمیآید: a درنقطۀ f میکندوتعریفمشتقتابع

′ = + −
→

f a lim
f a h f a

hh
( )

( ) ( )

0
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ݑݑݒ    Applicationsݓ������
f O Derivatives

 ارتباط یکنوایی با مشتق

رابهدستمیآوریم. f ،مشتقتابع ( , )a b بازۀ در f برایبررسییکنواییتابعمشتقپذیر
صعودیاست.

ً
کیدا ا f مثبتودرنتیجهتابع f باشد،آنگاهشیبخطمماسبر ′ >f x( ) 0 گر ا 1

نزولیاست. کیداً ا f منفیودرنتیجهتابع f باشد،آنگاهشیبخطمماسبر ′ <f x( ) 0 گر ا 2

هااست. x  موازیمحور f باشد،شیبخطمماسبرنمودار ′ =f x( ) 0 گردربرخینقاط، ا 3

و مشتق آن به صورت مقابل است: f x x( )= +3  نمودار تابع1

             

′

     

بایدمشتقتابعرابهدستآوریم؛ ( , )a b بازۀ موجودباشد،برایبررسیوضعیتصعودییانزولیبودنآندر f گرضابطۀتابعمشتقپذیر ا
منفی ′f x( ) که بازههایی کیداًصعودیودر ا f مثبتباشد،تابع ′f x( ) که بازههایی کنیم.در رسم ′f سپسجدولتعیینعلامترابرایتابع

کیداًنزولیاست. ا f باشد،تابع

کدام بازه ها نزولی است؟ کدام بازه ها صعودی و در  در  f کنید تابع مشتق پذیر است. مشخص  در  f x x x( )= − +3 26 4  تابع 
f′ را رسم کنیم:  باید جدول تعیین علامت

′ = − = −f x x x x x( ) ( )3 12 3 42     

−∞ 04 +∞x

+-+′f

f
     

 نزولی است.
ً
کیدا ا ( , )0 4  صعودی و در بازۀ 

ً
کیدا ا ( , )4 +∞ ) و  , )−∞ 0 با توجه به جدول تعیین علامت مشتق، تابع در هریک از بازه های 

صعودیو کیداً اینبازها در f اینبازهبرابرباصفرباشد،تابع دریکیاچندنقطهاز f درصورتیکهمشتقتابع ′ ≥f x( ) 0 گردریکبازه، ا

،درصورتیکهمشتق ′ ≤f x( ) 0 گردریکبازه، صعودیاست.بههمینترتیبا f اینبازهبرابرباصفرباشد،تابع درقسمتیاز f گرمشتقتابع ا
نزولیاست. f اینبازهبرابرباصفرباشد،تابع درقسمتیاز f گرمشتقتابع کیداًنزولیوا ا f دریکیاچندنقطهبرابرباصفرباشد،تابع f تابع

 در نمودار توابع زیر، مشتق تابع بزرگتر یا مساوی صفر است.

                                                      
f′ فقط در نقاط صحیح برابر صفر است، x( ) برابر صفر است،            چون ( , )2 4 در بازۀ  ′f x( ) که                                                  از آن جایی 

کیداً صعودی است.                                                                             پس تابع f صعودی است.                          پس تابع f ا

برابر صفر  و در بقیۀ نقاط مثبت است. x =0  صعودی است. چون مشتق آن در نقطۀ 
ً
کیدا تابعی ا f x x( )= 3  تابع
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چه وضعی دارد؟ ( , )−−1 1 در بازۀ f x x
x

( ) ==
++2 1

 تابع

4( ابتدانزولی،سپسصعودی 3( ابتداصعودی،سپسنزولی کیداًنزولی 2( ا کیداًصعودی 1( ا

برایبررسیوضعیتیکنواییتابع،ابتدابایدازآنمشتقبگیریم: 1

f x
x

x
f x

x x x

x

x

x
( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )
=

+
⇒ ′ = + −

+
= − +

+2

2

2 2

2

2 21
1 1 2

1
1
1



هستند،داریم: x = −1 و x=1برابر − +
+

=x

x

2

2 2
1
1

0
( )

کنیم،ازآنجاییکهریشههای رارسم ′f سپسبایدجدولتعیینعلامت

−∞  −1 1 +∞x

-+-′f

f
نزولی             صعودی            نزولی صعودیاست. 

ً
کیدا ا ( , )−1 1 بازۀ پساینتابعدر

ݑݑݒ    Applicationsݓ������
f O Derivatives

کسری  یکنوایی توابع درجه سوم و توابع 

کسراست،غیریکنوااست. کهشاملریشۀمخرج بازهای ،در f کسری تابع

x ریشۀ مخرج می باشد، تابع دراین نقطه مشتق پذیر نیست،  =0 که ′ است. از آن جا  = −f x
x

( ) 1
2

برابر f x
x

( )= 1  مشتق تابع

−{}0، موجود و همواره مقداری منفی است. ولی مشتق این تابع در بقیۀ نقاط دامنه یعنی

، یک تابع درجۀ دوم به صورت زیر است: f  مشتق تابع درجه سوم

 f x ax bx cx d f x ax bx c( ) ( )= + + + ⇒ ′ = + +3 2 23 2 

باشد. ∆ ≤′f و0 a <0 باید ′f x( ) تابع باشد،یعنیدر ′ ≤f x( ) 0 نزولیباشد،باید f x( ) گربخواهیمتابع ا 1

f همواره نزولی است، زیرا: x x x x( )= − + −1
3 2 123 2  تابع

′ = − + − ⇒
= − <

∆ = − − − = − ≤




f x x x
x

( )
( ) ( )( )

2
2

24 12
1 0

4 4 1 12 32 0
 

باشد. ∆ ≤′f و0 a >0 باید ′f x( ) تابع باشد.یعنیدر ′ ≥f x( ) 0 صعودیباشد،باید f x( ) گربخواهیمتابع ا 2

f همواره صعودی است، زیرا: x x x x( )= − +3 23 4  تابع 

′ = − + ⇒
= >

∆ = − − = − ≤




f x x x
x

( )
( ) ( )( )

3 6 4
3 0

6 4 3 4 12 0
2

2

2  

ضریب

ضریب

کدام است؟  m همواره صعودی است. حدود f x mx x m x( )�� �� �� ��3 22 3  تابع با ضابطۀ1

[ , )2 +∞ )4 [ , )−2 0 )3  ( , ]−∞ −2 )2 [ , ]−2 2 )1

� � � �f x mx x
m

( ) 3 4 3
2 مشتقمیگیریم: f تابع ابتدااز 4

و0��باشد: a باید0< ′f (x)تابع  در بنابراین باشد، مساویصفر یا بزرگتر آن بایدمشتق باشد، هموارهصعودی f تابع اینکه برای

1  a m m� � � � �0 3 0 0 

2 �� � � � � �� �
��

�

4 4 3 3
0 4 2

2
2 2

16 4 2

( )( )m
m

m
m

m

m

� ��� ���
است. [ , )2 �� کجوابها،مجموعهمقادیرقابلقبولبرایmبهصورت ازاشترا



ش �
مار

ش �  
ن  �

مرد
ش � ن  �

و  �ب
ش �
مار

ش �  | 
هم

ند ر ل �ی
ص

ن �
Ga

jma
rke

t.co
mر

ن د
لای

د آن
خری

244

ݒ ݒ ݒ  ����  ��� Without Count Countingݓ���  اصل ضرب و اصل جمع

 برای این که بتوانیم بدون شمارش بشماریم، مثلًا برای این که بدانیم چند عدد سه رقمی با ارقام متمایز وجود دارد یا مسائلی از این قبیل را 
گفته می شود. مهم ترین این اصول عبارت اند از: اصل ضرب، اصل جمع  که به آن ها اصول شمارش  کنیم، از اصولی استفاده می کنیم  حل و فصل 

که به تدریج به بررسی آن ها می پردازیم.  و ... 

گر انجام کاری شامل دو مرحله باشد، به طوری که برای انجام مرحلۀ اول m روش و برای هر کدام از این روش ها، مرحلۀ دوم را بتوان به n روش   ا
m است. ] این اصل برای انجام چندین عمل نیز قابل تعمیم است[. n× کار موردنظر برابر با انجام داد، تعداد راه های انجام 

کنندۀ هم هستند  که  کامل  که با دو عمل متوالی    این روش شمارش را در ریاضیات اصل ضرب می نامند. در واقع زمانی از اصل ضرب در محاسبه استفاده می کنیم 
که هیچ کدام باعث نفی دیگری نشود و بتوانند توأم با هم انجام شوند. مواجه شویم؛ یعنی دو عمل 

 اصل ضرب در زبان فارسی، معادل کلمۀ »و« است؛ یعنی عمل اول »و« عمل دوم توأم با هم انجام می شوند؛ مثل »رفت و برگشت« یا »شلوار و پیراهن« و...
کدام است؟  تعداد راه های پوشیدن 3 شلوار و 4 پیراهن 

3 4 12× = کنندۀ آن است. بنابراین تعداد راه ها طبق اصل ضرب برابر است با:  کامل   پوشیدن شلوار باعث نفی پوشیدن پیراهن نیست و 
 

کاری را بتوان به دو روش انجام داد، به طوری که در روش اول m انتخاب و در روش دوم n انتخاب وجود داشته باشد، تعداد روش هایی  گر    ا
mاست. ] این اصل برای چندین عمل نیز قابل تعمیم است[ n+ کار قابل انجام است برابر با که این 

  این روش شمارش را در ریاضیات اصل جمع می گویند. در واقع زمانی از اصل جمع در محاسبه استفاده می کنیم که با دو عمل موازی که نفی کنندۀ یکدیگر هستند مواجه 
که انجام یکی باعث لغو دیگری شود و توأم باهم نتوانند انجام شوند. شویم؛ یعنی دو عملی 

اصل جمع در زبان فارسی معادل کلمۀ »یا« است؛ یعنی عمل اول انجام می شود »یا« عمل دوم؛ به عنوان مثال مسافرت با قطار یا هواپیما بین دو    
شهر مختلف.

کدام است؟  تعداد راه های بستن 3 کروات و 2 پاپیون 
 3 2 5+ =    یک شخص نمی تواند هم پاپیون ببندد  و  هم کروات، یعنی بستن یکی باعث نفی دیگری است. پس تعداد راه ها طبق اصل جمع برابر است با: 

  در کارخانۀ بنز، نوعی اتومیبل در 4 مدل، 8 رنگ 3 حجم موتور مختلف 2 دندۀ اتوماتیک و غیر اتوماتیک در 3 تیپ بنزینی و گازوئیلی و برقی تولید می شود، 

کارخانه چند نوع اتومبیل دنده اتومات و غیر برقی تولید می شود؟ در این 

576 )4  96 )3   180 )2    192 )1
                                              حجم موتور   رنگ   مدل3  منظور از اتومبیل غیر برقی، بنزینی یا  گازوئیلی است. بنابراین طبق اصل ضرب تعداد انواع اتومبیل برابر است با:    

 4 8 3 1 2 192× × × × =                                                                                
                                                                                            غیر برقی  اتومات
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ݒ ݒ ݒ  ����  ��� Without Count Countingݓ���  کاربردهای از اصل ضرب

 S={پشت , رو}در مسائلی که صحبت از پرتاب سکه و تاس به میان می آید، باید توجه داشته باشیم که هر سکه برای ظاهر شدن 2 حالت دارد یعنی 
گر چند سکه و تاس را با هم پرتاب کنیم، با دو حالت مواجه می شویم:  }=S ، حال ا , , , , , }1 2 3 4 5 6 و هر تاس نیز 6 حالت برای ظاهر شدن دارد یعنی

گر هیچ محدودیتی نداشته باشند، تعداد حالات آن ها در هم ضرب می شود. 1 ا

6= تعداد حالات 1 تاس و 2 سکه  2 2 24× × = 2 = تعداد حالات پرتاب 4 سکه             2 2 2 16× × × =

6= تعداد حالات پرتاب 2 تاس و 3 سکه  6 2 2 2 288× × × × 6= تعداد حالات پرتاب 2 تاس                                                                                        = 6 36× =
گر بعضی  تاس ها یا سکه ها دارای شرط یا محدودیت باشند، باید آن شرط یا محدودیت را در نظر بگیریم و سپس از اصل ضرب استفاده کنیم.  2 ا

کدام است؟        تعداد حالات پرتاب یک تاس قرمز و یک تاس سبز به طوری که تاس سبز مضرب 3 بیاید، 
 
2 6 12
3 6 12 3 4 5 6

× =
{ , } { , , , , , }

 مسائل مربوط به تعداد حالات فرزندان خانواده نیز همانند پرتاب سکه است چون جنسیت هر فرزند دارای 2 حالت است.
گر بدانیم فرزند وسط دختر است، تعداد حالت های ممکن برای جنسیت فرزندان این خانواده کدام است؟  در یک خانواده با 5 فرزند ا

n = × × × × =2 2 1 2 2 16
 در بعضی از مسائل شمارش، تعداد جملات حاصل ضرب دو یا چند عبارت چندجمله ای را از ما می خواهند. در این موارد تعداد کل جملات، 

که پارامترهای به کار رفته در دو عبارت متمایز از هم باشند، برابر است با حاصل ضرب تعداد جملات آن عبارت ها.  در صورتی 
  ( )( )a b c d e+ + + تعداد جملات   = × =3 2 6  

دو  جملات  تعداد  حاصل ضرب  از  ساده کردن، کمتر  از  بعد  جمله ها  کل  تعداد  دارد  امکان  باشند،  متشابه  جمله ای  یک   2 دارای  حداقل  عبارت  دو  که  مواردی  در   
) عبارت باشد.  )( )x x y x xy x x y x xy x y

x

+ + + = + + + + + = + + + +2 5 5 2 2 10 7 2 102 2

7
���  

را در نظر بگیرید: ( )( )a b c d x y z+ + + − +2   بسط عبارت
4 3 12× =  این بسط دارای چند جمله است؟  
3 3 9× = کدام است؟  هستند  a که فاقد  تعداد جملاتی از بسط 

4 3 2 3 6× − × = کدام است؟    هستند  b یا a که شامل  تعداد جملاتی از بسط 

  یک تاس را سه بار پرتاب می کنیم. تعداد حالات مختلف بر زمین نشستن آن ها که پرتاب اول و سوم زوج و پرتاب دوم بزرگ تر از 2 بیاید ، کدام است ؟ 

108 )4  36 )3  72 )2   27 )1

 3 34 36× × = کدام 3 حالت و پرتاب دوم 4 حالت دارد. بنابراین طبق اصل ضرب تعداد حالات برابر است با:  3   پرتاب اول و سوم هر 

ݒ ݒ ݒ  ����  ��� Without Count Countingݓ���  یافتن تعداد مسیرها

که با هم متوالی هستند،  می شود و راه هایی  هستند، تعدادشان باهم جمع  که با هم موازی  در مسائل مربوط به مسیر )مدار(، راه هایی   
تعدادشان در هم ضرب می شود. 

 با توجه به شکل مقابل مسیرهای موجود از A بهC عبارتند از:  

) =تعداد مسیرها     ) ( )1 1 1 1 1 3 2 6+ + +× = × =

 چند تیپ مهم از مسائل رفت و برگشت در مسیر:
گر هیچ شرطی برای عبور از مسیرها وجود نداشت، تعداد حالت های رفت و برگشت در هم ضرب می شود. ]چون رفتن باعث نفی برگشتن نیست.[  1 ا

 
طریق می توان از A به B رفت و برگشت.   ( ) ( )3 32 2× × ×       در شکل مقابل، به
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ݑ  robabilityP فضای نمونه

کهقبلازرخدادنتیجهاشمعلومنباشد،ولیمجموعۀنتایجممکنآنمشخصباشد،آزمایشتصادفیمیگوییم. بهپدیدهای
 پرتاب تاس، پرتاب سکه، انتخاب مهره از جعبه، تولد فرزندان و ... همگی آزمایش های تصادفی هستند.

بهمجموعۀهمۀنتایجممکنبراییکآزمایشتصادفی،فضاینمونۀآنآزمایشتصادفیمیگویندوآنراباSنشانمیدهند.
گر یک وجه تاسی سفید و روی وجوه دیگر  آن، اعداد 1 , 3,2, 4, 5 حک شده باشد، چون فضای نمونه، مجموعۀ همۀ نتایج ممکن است و »سفید   ا

که دارای 6 عضو است. }=S می باشد  , , , , ,1 2 3 4 5 آمدن« نیز یکی از این نتایج است، بنابراین فضای نمونه به صورت{سفید

 چند فضای نمونۀ مشهور:
عضو است ]فضای نمونۀ تولد n فرزند نیز به همین صورت است[. 2 2 2 2× × × =...

n

n
� �� �� 1 فضای نمونۀ پرتاب n سکه، دارای

 فضای نمونۀ پرتاب سه سکه را بنویسید:
  S={( ر , ر , ر ),( پ , ر , ر ),( ر , پ , ر ر , ر , پ),( ر , پ , پ),( پ , ر , پ),( ),( پ , پ , ر پ , پ , پ),( )}

6 عضو است. 6 6 6× × × =...

n

n
� �� �� 2 فضای نمونۀ پرتاب n تاس، دارای

 فضای نمونۀ پرتاب دو تاس را بنویسید:

  S={( , ),( , ),( , ), ( , ) ,( , ),( , ),( , ),( , ), ... ,( ,1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 2 1 2 2 6 11 6 2 6 6),( , ), ... ,( , )}  

6عضو است. 2n m×   فضای نمونه ای پرتابn تاس و m سکه دارای 

3 در جعبه ای که مهره های رنگی در آن وجود داشته باشد، چه مهره ها متمایز باشند و چه مشابه، برای  حل مسئله های احتمال باید آن ها را متمایز 

کنیم و بر این اساس تعداد عضوهای فضای نمونه را به دست  آوریم. فرض 

گر در جعبه ای 3 مهرۀ قرمز مشابه و 2 مهرۀ آبی مشابه وجود داشته باشد یک مهره به تصادف از ظرف خارج کنیم، فضای نمونه دارای 5 عضو است.   ا

 S R R R B B={ }, , , ,1 2 3 1 2

گر فرزندها دو قلو باشند، فضای نمونۀ جنسیت فرزندان دارای ............ عضو است.  در خانواده ای با 2 فرزند ا

 4 )2   3 )1

1 )4   2 )3

فرزندان  جنسیت  نمونۀ  فضای  بنابراین  دارد؛  حالت  دو  فرزند  هر  جنسیت  طرفی  از  ندارد.  تأثیری  آن ها  جنسیت  در  فرزندان  بودن  دوقلو   2

2عضو دارد. 42= این خانواده 
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Probability
ݑ  robabilityP مفهوم پیشامد  و برآمد

Aنشانمیدهند. B C, , , ... با هرزیرمجموعهازفضاینمونهرایکپیشامدوهریکازاعضاییکپیشامدرابرآمدمینامند.پیشامدهارامعمولًا
بار رو آمدن« مجموعه ای 3 عضوی   دو 

ً
Aو در پرتاب سه سکه، پیشامد »دقیقا ={ , }3 6  در پرتاب یک تاس، پیشامد مضرب 3 آمدن به صورت 

است. A= به صورت})ر , پ , ر ( ,)ر , ر , پ ( ,)پ , ر , ر({

∅ را پیشامد غیرممکن می نامند. در هر فضای نمونه مانند S ، خود S پیشامد قطعی و

گرفت، چون هر عضو از فضای نمونه می تواند در پیشامد حضور داشته باشد یا نه.  2 پیشامد در نظر 
n گر فضای نمونه دارای n عضو باشد برای آن می توان  ا

)To be OR not to be...(

خدادهاستکهنتیجۀآزمایش،یکیازعضوهایآنپیشامدباشد]یعنی بعد از انجام آزمایش، یکی از اعضای  هنگامیمیگوییمیکپیشامدر
شود[. آن پیشامد دیده 

گفته می شود در پرتاب یک تاس پیشامد زوج بودن رُخ داده است، یعنی بعد از پرتاب تاس یا 2 آمده یا 4 آمده یا 6 آمده است.  وقتی 

خ دادن دو پیشامد مختلف با هم وجود دارد.  هرگز امکان ندارد دو برآمد مختلف از یک فضای نمونه با هم دیده شوند. امّا امکان ر
 امکان ندارد در پرتاب یک تاس برآمد 2 و برآمد 4 با هم رخ دهند، اما ممکن است پیشامد زوج آمدن و پیشامد عدد اول آمدن با هم رخ دهند و آن هم 

که 2 بیاید. زمانی است 

خ نداده است؟ کدام یک از پیشامدهای زیر رُ کردیم و 3 ظاهر شده است، در این صورت   یک تاس را پرتاب 

2( پیشامد فرد آمدن 1( پیشامد عدد اول آمدن  

4( پیشامد مضرب 3 آمدن 3( پیشامد نابیشتر از 2 آمدن  

خ داده است، بنابراین به بررسیگزینهها می پردازیم: که 3 عضو آن باشد رُ 3 هر پیشامدی 

1 A={ , , }2 3 5                        2 B={ , , }1 3 5                        3 C={ , }1 2                               4 D={ , }3 6

ݑ  robabilityP  پیشامد پرتاب چند سکه

 در مسائل مربوط به پیشامدها در پرتاب چند سکه معمولًا با سه تیپ مسئله ممکن است مواجه شویم:

کنند، تعداد حالات آن ها را برابر 1 در  گر وضعیت بعضی از پرتاب ها ]جنسیت بعضی از فرزندان[ را معلوم  1 در پرتاب چند سکه]یا تولد چند فرزند در یک خانواده[ ا

نظر می گیریم و سایر پرتاب ها ]سایر فرزندان[ همچنان 2 حالت خواهند داشت، سپس طبق اصل ضرب تعداد عضوهای پیشامد را پیدا می کنیم.

کوچکتر، دختر باشد«، چند عضو دارد؟    که در آن»فرزند بزرگتر، پسر و فرزند   A در خانواده ای با 5 فرزند، پیشامد 
کدام دو حالت دارند؛ بنابراین تعداد اعضای این پیشامد برابر است با: کدام یک حالت دارند و بقیه فرزندان هر  کوچک هر   فرزند بزرگ و فرزند 

 n A( )= × × × × =1 2 2 2 1 8 
گر صحبت از تعداد »رو«ها و »پشت«ها ]تعداد پسرها و دخترها[ به میان آمده بود، از »انتخاب« استفاده می کنیم. 2 در پرتاب چند سکه ]تولد چند فرزند[  ا

 در یک خانوادۀ چهار فرزندی هر یک از پیشامدهای زیر چند عضو دارد؟

 n B( )=



 =4 41  یک فرزند دختر 

ً
n                       پیشامد دقیقا A( )= 



 =4 43  سه فرزند پسر                              

ً
 پیشامد دقیقا

 n D( )= 



 +



 +



 =4 4 4 110 1 2 کثر دو فرزند دختر  n                      پیشامد حدا C( )= 



 +



 =4 4 53 4  پیشامد حداقل سه فرزند پسر                  
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�ݐ  ݔ  Basic Geometryݕ مکان هندسی

 در این درس با انواع ترسیم های هندسی سروکار داریم و منظور از ترسیم های هندسی رسم سه دستۀ مهم از اشکال هندسه است:
1 اشکالی مانند پاره خط، نیم خط و خط راست

کمانی از یک دایره 2 اشکالی مانند دایره یا 

که با ترکیبی از دو ترسیم قبلی حاصل می شوند. 3 اشکالی مانند مثلث، چهارضلعی و... 

که خط کش فقط برای ترسیم خط راست مورد استفاده قرار   برای رسم این اشکال از دو وسیلۀ مهم به نام خط کش و پرگار استفاده می شود 
کرد و دهانۀ آن به اندازۀ دلخواه باز می شود. کمانی از دایره را رسم  که با آن می توان دایره یا  می گیرد ]نهبرایاندازهگیری[ و پرگار وسیله ای است 

را مکان هندسی می نامیم.  نقاط  این مجموعۀ  گی مشترکی دارند،  که ویژ نقاطی هستند  که رسم می کنیم مجموعۀ  از اشکالی   بسیاری 
]گاهیبهآن،مکاننقطهنیزگفتهمیشود[. از طرفی مهم ترین اشکال هندسی نقطه، خط و صفحه هستند، بنابراین مکان هندسی نقاطی از صفحه 

دارد: ویژه ای  اهمیت  هستند،  ثابتی  فاصلۀ  به  خط  یک  و  نقطه  یک  از  که 
که به فاصلۀ k واحد از نقطۀ  A قرار دارند، دایره ای به مرکز A و به شعاع k است. 1 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

k

A

که به فاصلۀ k واحد از خط d قرار دارند، دو خط به موازات خط d و به فاصلۀ k واحد از آن هستند. 2 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

کمتر از 3 واحد است،  تشکیل یک شکل هندسی می دهند.  O در این صفحه بیشتر از 2 و  که فاصلۀ آن ها از نقطۀ ثابت  همۀ نقاطی از صفحه   
مساحت این شکل چقدر است؟ 

7 π )4  4 π )3  9 π )2  5 π )1
که  که فاصلۀ آن ها از O بیشتر از 2 واحد باشد، بیرون دایره ای به مرکز O و شعاع 2 واحد هستند، همچنین نقاطی  1 نقاطی 

فاصلۀ آن ها از  O کمتر از 3 واحد باشد، داخل دایره ای به مرکز O و شعاع 3 واحد قرار می گیرند. پس شکل هندسی مورد نظر ناحیۀ 

بین دو دایره )قسمت رنگی ( است و مساحت آن برابر است با:
= مساحت ناحیۀ رنگی کوچک - مساحت دایره بزرگ  مساحت دایره  = − = − =π ππ π π( ) ( )3 92 4 52 2

2
3

O

�ݐ  ݔ  Basic Geometryݕ ن هندسی و یک شکل هندسی اشتراک یک مکا

گی به خصوصی باشد« در این موارد ابتدا مکان   در برخی از سؤالات هندسه از ما می پرسند »چند نقطه روی یک شکل وجود دارد که دارای ویژ
گی به خصوص دارند را پیدا می کنیم و سپس به بررسی تعداد نقاط تقاطع آن مکان هندسی و شکل گفته شده می پردازیم. هندسی نقاطی که آن ویژ

 نقطۀ A به فاصلۀ 4 واحد از خط d واقع است. چند نقطه روی خطd به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A وجود دارد؟
7 است،  4>   نقاطی که به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A قرار دارند روی دایره ای به مرکز A و به شعاع 7 قرار دارند و چون
پس این دایره ] به عنوان یک مکان هندسی [ خط d را در 2 نقطه قطع می کند و همین نقاط، جواب های مورد نظر هستند.
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Analytic Geometry نوشتن معادلۀ خط با معلوم بودن شیب و مختصات یک نقطه

گر در یک دستگاه مختصات، یک شکل هندسی مانند خط، دایره، بیضی و ... قرار داشته باشد می توانیم بین مختصات تمام نقاط این   ا
شکل ها، رابطه ای ریاضی پیدا کنیم. به این رابطۀ جبری، معادلۀ شکل هندسی می گویند.

Mبه  عنوان نمایندۀ همۀ نقاط آن شکل در نظر بگیریم و رابطۀ بین  x y( , )  برای به دست آوردن معادلۀ یک شکل هندسی کافیست که نقطه ای مانند

کنیم. گی های آن شکل پیدا  y را براساس ویژ x,

را به صورت  d بسازد آنگاه با توجه به شکل می توانیم شیب خط α x ها زاویۀ )Aبگذرد و با جهت مثبت محور , )x y
0 0

از نقطۀ d گر خط  ا
زیر به دست آوریم:

          
m

y

x

y y

x x
= = =

−
−tanα ∆

∆
0

0 به صورت زیر به دست می آید: d بنابراین معادلۀ خط

y y m x x− = −
0 0

( )

بهصورتزیربهدستمیآید: −3
5

باشیب ( , )1 2 گذرندهازنقطۀ معادلۀخط

y x y x x y− = − − ⇒ − = − + ⇒ + − =2 3
5 1 5 10 3 3 3 5 13 0( )

کنیمآنگاهبهمعادلهایبهشکلزیرخواهیمرسید: رامرتب d گرمعادلۀخط   ا

ax by c+ + =0

کداماست؟ باشدشیباینخط 7 12 4x y+ = بهصورت d گرمعادلۀ ا

7 12 4 12 7 4 4
12

7
12x y y x y x+ = ⇒ = − + ⇒ = +−

میگذرد.پسمعادلۀ ( , )
3
3 0 60است.درضمناینخطازنقطۀ xهامیسازدبرابربا کهخطباجهتمثبتمحور باتوجهبهشکلزیرزاویهای

اینخطبهصورتزیربهدستمیآید:

  m y x y x= = ⇒ − = − ⇒ = −tan ( )60 3 0 3 3
3 3 1

کردن محل برخورد یک خط با محور های مختصات به صورت زیر عمل می کنیم:  برای پیدا 
را مساوی صفر قرار دهیم. y که در معادلۀ خط، A  کافیست  کند برای یافتن مختصات نقطۀ قطع  A ها را در نقطۀ x محور d گر خط 1 ا
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Lesson .1 صفحه 2  تا 10  کتاب یازدهمهندسه مختصاتی )تحلیلی(درس اول
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